












Галузь знань,  





(денна форма навчання) 
Кількість кредитів 
– 4 
Модулів – 2 








годин –  144  
Тижневих годин: 
аудиторних – 6 
індивідуальних –1 
самостійна робота 
студента – 7 
Галузь знань: 
 0402  
Фізико-математичні науки  
 
Напрям підготовки:  





Рік підготовки: четвертий  
 
Семестр: восьмий  
 
Лекції: 22 год. 
Практичні заняття: 34 год. 
Індивідуальна робота: 8 год. 
 
Модульний контроль: 8 год.  
 
Самостійна робота: 72 год., 
   з них ІНДЗ – 18 год. 
 
Підсумковий контроль: залік 
 
Примітка. Співвідношення кількості годин аудиторних занять до самостійної та 





2. МЕТА ТА ЗАВДАННЯ НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
Мета: Ознайомлення з основними поняттями та положеннями теорії 
екстремальних задач, характерними прикладами її застосування, оволодіння 
базовими методами розв’язування окремих класів задач варіаційного числення, 
застосування апарату варіаційного числення та оптимізації функцій однієї й 
кількох змінних у прикладних задачах та наукових дослідженнях. 
Завдання: формування у студентів знань основних понять, фактів, методів 
теорії варіаційного числення; ознайомлення із характерними прикладами її 
застосування; оволодіння уміннями розв’язувати  основні типи задач варіаційного 
числення та найпростіші задачі оптимального керування. 
Результати навчання. 
За підсумками вивчення навчальної дисципліни «Варіаційне числення» 
студент має: 
- знати основні поняття, факти, методи варіаційного числення; постановку та 
класифікацію основних задач варіаційного числення; необхідні і достатні умови 
екстремуму для основних задач варіаційного числення; основні типи задач, де 
використовуються методи варіаційного числення; 
- уміти застосовувати у практичних дослідженнях сучасні аналітичні й 
чисельні методи варіаційного числення та оптимізації функцій; упізнавати явища і 
процеси, у яких виникають екстремальні та оптимізаційні задачі, формулювати ці 
задачі, будувати їх математичну модель, розв’язувати методами варіаційного 
числення, аналізувати і трактувати розв’язок. 
 
3. ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
 
Змістовий модуль 1. 
Найпростіші задачі варіаційного числення 
Тема 1. Предмет та основні поняття варіаційного числення 
 Задача про брахістохрону (постановка).  
 Найпростіша задача варіаційного числення (постановка та геометричний 
зміст).  
 Приклади найпростіших задач варіаційного числення (ізопериметрична 
задача, задача про геодезичні лінії).  
 Основні поняття та означення варіаційного числення.  
Тема 2. Необхідна умова екстремуму функціоналу. Рівняння Ейлера 
 Поняття функціоналу. Функціональні простори. Неперервність 
функціоналу. 




 Необхідна умова екстремуму функціоналу. 
 Варіаційна задача для найпростішого функціоналу. Рівняння Ейлера. 
 Задача про брахістохрону (розв’язання). 
 Аеродинамічна задача Ньютона. 
Тема 3. Узагальнення найпростішої задачі варіаційного числення  
 Функціонали, що залежать від похідних вищого порядку. Умова Ейлера –  
Пуасона. 
 Функціонали, що залежать від кількох функцій. Система рівнянь Ейлера. 
 Функціонали, що залежать від функції кількох незалежних змінних. Умова 
Ейлера – Остроградського. 
Змістовий модуль 2. 
Основні типи варіаційних задач 
Тема 4. Варіаційні задачі з граничними точками, що рухаються 
 Постановка задачі з рухомими граничними точками. 
 Необхідні умови екстремуму функціонала з рухомими граничними 
точками. 
 Умови трансверсальності та їх геометрична інтерпретація.  
 Варіаційні задачі з рухомими межами для функціоналів від двох функцій. 
Тема 5. Варіаційні задачі на умовний екстремум  
 Задачі варіаційного числення з голоморфними та неголоморфними 
зв’язками. 
 Ізопериметрична задача. 
 Поняття задачі Лагранжа. Метод Лагранжа. 
 Поле лагранжевих кривих. 
 Задача Майера. Задача Больца. 
Змістовий модуль 3. 
Методи дослідження варіаційних задач 
Тема 6. Достатні умови екстремуму функціонала в найпростішій задачі     
варіаційного числення 
 Поле екстремалей. 
 Достатня умова Якобі можливості включення екстремалей у центральне 
поле. 
 Функція Вейерштрасса. 
 Поняття варіації першого та вищих порядків. Умова Лежандра. 
Тема 7. Прямі методи варіаційного числення 
 Поняття прямих методів варіаційного числення. 
 Кінцево-різницевий метод Ейлера. 




4. СТРУКТУРА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
Назва змістових модулів і тем 
Кількість годин (денна форма) 
Усього 
          У тому числі 
    л 
   п, 
  мк 
  інд.   с. р. 
1       2     3    4    5     6 
Модуль 1 
Змістовий модуль 1.  
Найпростіші задачі варіаційного числення 
Тема 1. Предмет та основні поняття 
варіаційного числення 
      10     2    2       6 
Тема 2. Необхідна умова екстремуму 
функціоналу. Рівняння Ейлера 
      19     4    6     1      8 
Тема 3. Узагальнення найпростішої задачі 
варіаційного числення 
      15     2    4     1      8 
Модульний контроль        2     2   
Разом за змістовим модулем 1       46     8   14     2     22 
Змістовий модуль 2.  
Основні типи варіаційних задач 
Тема 4. Варіаційні задачі з граничними 
точками, що рухаються 
      17     2    6     1      8 
Тема 5. Варіаційні задачі на умовний 
екстремум 
      20     4    6     2      8 
Модульний контроль        2     2   
Разом за змістовим модулем 2       39     6   14     3     16 
Змістовий модуль 3. 
Методи дослідження варіаційних задач 
Тема 6. Достатні умови екстремуму 
функціонала в найпростішій задачі     
варіаційного числення 
     17     4    4     1      8 
Тема 7. Прямі методи варіаційного числення      20     4    6     2      8 
Модульний контроль       2     4   
Разом за змістовим модулем 3      41     8   14     3     16 
Усього годин за Модулем 1     126    22   42     8     54 
Модуль 2 
ІНДЗ      18      -    -      -     18 
Залік       -      -    -      -       - 





5. ТЕМИ ПРАКТИЧНИХ ЗАНЯТЬ 
  № 
 з/п 
Назва теми  Кількість 
     годин 
1. Відстань між кривими. Порядок близькості кривих 2 
2. Дослідження неперервності функціонала 2 
3. Варіація функціонала 2 
4. Диференційовність функціонала. Екстремум функціонала 2 
5.  Екстремалі функціоналів, залежних від: а) похідних вищих 
порядків; б) кількох функцій; в) функцій кількох незалежних 
змінних 
4 
6. Модульна контрольна робота 2 
7. Задачі з рухомими межами: постановка задачі, необхідні умови 
екстремуму 
2 
8. Задачі з рухомими межами: відстань між кривими 2 
9. Умови трансверсальності 2 
10. Умовний екстремум: постановка задачі, необхідні умови 
умовного екстремуму 
2 
11. Ізопериметричні задачі. Задача Дідони 4 
12. Модульна контрольна робота 2 
13. Достатні умови Вейєрштрасса і Лежандра екстремуму 
функціонала в найпростішій задачі варіаційного числення 
4 
14. Прямі варіаційні методи: Ейлера, Рітца, Канторовича 6 
15. Модульна контрольна робота 4 
 
6. САМОСТІЙНА РОБОТА 
  № 
 з/п 
Назва теми або завдання  Кількість 
     годин 
1. Вивчення лекційного матеріалу (підготовка до практ. занять)  18 
2. Виконання практичних домашніх завдань 28 
3. Підготовка до модульних контрольних робіт 8 
4. Виконання розрахунково-графічної роботи (ІНДЗ)  18 





7. ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ 
  В-1. Встановити, якої форми має бути тверде тіло обертання, щоб воно із 
найменшим опором рухалося в потоці газу. 
В-2. Серед усіх плоских ліній заданої довжини, кінці яких закріплені у 
двох заданих точках, знайти ту, у якої ордината центра мас найменша. 
В-3. Знайти найкоротшу відстань між точками А(1,–1,0) та В(2,1,–1) на 
поверхні 15x–7y+z–22=0. 
В-4. Знайти найкоротшу відстань від точки М(2,0,5) до поверхні z=x2+y2.  
 
8. МЕТОДИ НАВЧАННЯ 
 Лекції 
 Практичні заняття 
 Контрольні роботи 
 Індивідуальні завдання 
 Консультації (групові та індивідуальні) 
 
9. МЕТОДИ КОНТРОЛЮ 
 Поточний контроль: усне опитування, тестування на практичних 
заняттях; модульні контрольні роботи; індивідуалізована науково-
дослідна домашня робота. 
 Підсумковий контроль – залік (за результатами поточного контролю). 
 
10. РОЗПОДІЛ БАЛІВ, ЯКІ ОТРИМУЮТЬ СТУДЕНТИ 
                    ЗМ / теми 
Види робіт 
               ЗМ1            ЗМ2 
           
         ЗМ5 
   Т1   Т2   Т3   Т4    Т5    Т6 Т7 
Робота на практичному занятті (усна  
або письмова відповідь, ураховується  
також виконання дом. завдання) 
              10          10          10 
Відвідування навчальних занять     2     5    3     4     5     4    5 
Відвідування індивідуальних занять                   1       1     1    1 
Модульні контрольні роботи                 25          25         25 
ІНДЗ (розрахунково-графічна робота) 25 







Шкала оцінювання: національна та ЄКТС 
 
Сума балів 





Оцінка за двобальною національною 
шкалою 
1 – 34 F не зараховано 
 35 – 59 FX 
60 – 68 E 
     зараховано 
      
 
69 – 74 D 
75 – 81 C 
82 – 89 B 
90 – 100 A 
 
11. МЕТОДИЧНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ 
 Робоча навчальна програма дисципліни 
 Конспект лекцій 
 Дидактичні матеріали (завдання для навчальних самостійних робіт) 
 Засоби діагностики (завдання для модульного контролю) 
 Завдання ІНДЗ (30 варіантів) 
 Перелік питань для самоконтролю 
 
12. РЕКОМЕНДОВАНА ЛІТЕРАТУРА 
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2. Перестюк М.О., Станжицький О.М., Капустян О.В., Ловейкін Ю.В. Варіаційне 
числення та методи оптимізації.– К.: ВПЦ "Київський університет", 2010. — 
144 с. 
3. Гельфанд И.М., Фомин С.В. Вариационное исчисление.– М.: ГИФМЛ, 1961.– 
228 с. 
4. Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление.– М.: 
«Наука», 1969.– 424 с. 
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 Додаткова 
1. Амелькин В.В. Дифференциальные уравнения в приложениях.— М.: Наука, 
1987. 
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13. ІНФОРМАЦІЙНІ РЕСУРСИ 
 
http://ena.lp.edu.ua:8080/bitstream/ntb/15126/1/14_Loveykin_70_79_optimisation_7
29.pdf 
